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Temario.

1.1. Combinatoria y Matematicas Discretas.

1. Principios de conteo

» Regla de suma y producto.
s Permutaciones.
» Combinaciones.

= Principio de inclusién — exclusion.

2. Inducciéon matematica.

3. Principio de las casillas.

4. Sucesiones.

5. Recursiones.

6. Grafos.

7. Caminos.

8. Juegos y estrategia ganadora.

9. Problemas dinamicos.
10. Invarianza.

11. Principios extremales (maximo y minimo).

1.2. Geometria.

1. Teorema de Pitagoras.
2. Teorema de Tales.
3. Congruencia y semejanza de tridangulos.

4. Triangulos especiales



D.

6.

10.

11.

= Rectangulos 3 —4 — 5, 30° — 60, 45° — 45°.

= Equilateros.
Trigonometria

» Funciones de dangulos especiales (multiplos de 15°).

= Leyes de seno y coseno.

Puntos y rectas notables del tridngulo

Mediatrices y circuncentro.

Bisectrices e incentro.

Alturas y ortocentro.
= Medianas y gravicentro.

= Bisectrices externas y excentros.

. Area de un triangulo.

» Formula de Herdn.
» Formulas que invlucran el inradio o el circunradio.

= Férmulas trigonométricas.

. Geometria de cuadrilateros.

= Rectéangulos.
= Paralelogramos.

= Rombos.
Geometria del circulo.

= Angulos en una circunferencia.

» Cuadrilateros ciclicos.
Poligonos regulares.

Trazos auxiliares.



Temario

1.3. Aritmética y Teoria de Numeros.

1. Algoritmo de la division.
2. Divisibilidad.

= Propiedades.

» Criterios.
3. Méaximo comun divisor y minimo comun multiplo.
4. Numeros primos.

» Teorema fundamental de la Aritmética.

= Lema de Euclides.
5. Congruencias

= Propiedades.
» Pequeno teorema de Fermat.
= Teorema de Wilson.

s Teorema chino del residuo.
6. Ecuaciones diofantinas.

7. Funcion de Euler.

1.4. Algebra.

1. Productos notables.

2. Factorizacion.

3. Progresiones aritméticas y geométricas.
4. Suma de Gauss

5. Sistema de ecuaciones.

6. Ecuacion cuadratica.



» Formula General.

= Férmulas de Vieta.
7. Polinomios y raices.
8. Desigualdades

= Propiedades.
= Inecuaciones.

= Media aritmética-geométrica.

9. Teorema del binomio.



Convocatoria.

2.1. Justificacion.

Las matematicas son una herramienta bésica en el estudio de cualquier tema; son muy
utiles para mejorar la calidad de vida y para lograr un desarrollo profesional completo. En la
educacién basica, primaria y secundaria, el estudiante adquiere habilidades en la escritura,
la lectura y la aritmética. Un programa de aprendizaje de las mateméaticas debe estimular la
creatividad y desarrollar el pensamiento critico y analitico; uno de los principales objetivos
del Programa de la Olimpiada Mexicana de Matematicas (OMM) es promover el estudio de
las matmaéticas en forma creativa, para desarrollar el razonamiento y la imaginacién de los
jovenes participantes; alejandose del enfoque tradicional que promueve la memorizacion y
mecanizacion de férmulas y algoritmos.

En el ano 2017, la OMM organiza la Primera Olimpiada Mexicana de Mateméticas para
Educacion Bésica: OMMEB 2017, en los niveles de Primaria y Secundaria. Esto representa
una gran oportunidad de colaboracion con la educacion basica de México en el mejoramiento
del aprendizaje de las matematicas usando una competencia académica como herramienta
para el desarrollo de habilidades matemaéticas de los estudiantes equivalente a los estandares
internacionales.

2.2. Objetivos.

a) Organizar la OMMEB para Nivel I (4° y 5° de primaria), Nivel II (6° de primaria y 1°
de secundaria) y Nivel IIT (2° de secundaria).

b) Crear una atmésfera académica para motivar a los maestros y estudiantes para me-
jorar la ensenanza y aprendizaje de las matematicas con énfasis en el desarrollo de
ili nitiv ensamiento critico y analitico.
habilidades cognitivas, de samiento critico alitico

c) Establecer cooperacion a través de redes para el desarrollo de la ensefianza y apren-
dizaje de las matematicas con organizaciones educativas en los distintos estados y a
nivel nacional.

d) Ofrecer a los estudiantes participantes de los distintos estados oportunidades de inter-
cambio cultural, académico y de conocimientos matematicos.

e) Mejorar la curricula en mateméticas de la educacién bésica para estar a la par de los
estandares internacionales.



2.3. Actividades.

a) Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacién Bésica en sus tres niveles.

b) Intercambio cultural entre los participantes.

2.4. Programa propuesto.

La Olimpiada Mexicana de Matematicas para Educacion Basica se llevara a cabo del 15
al 18 de junio de 2017, en Oaxtepec, Morelos, con el siguiente programa:

Fecha Estudiantes Delegados y coordinadores
15 de junio de 2017 Llegada y registro Llegada
16 de junio de 2017 | Prueba Individual y por Equipos | Prueba Individual y por Equipos
17 de junio de 2017 Intercambio cultural Revisién de las pruebas
18 de junio de 2017 Premiacién Premiacién

2.5. Informacion General de la OMMEB 2017.

2.5.1. Participacién y aplicacion.

La participacion en la competencia es a través de los comités estatales de la OMMEB.
Cada Estado participante lo puede hacer con a lo mas un equipo en cada categoria, donde
la organizacién del evento sera responsable de los gastos de hospedaje y alimentos durante
el periodo oficial de la competencia en Oaxtepec, Morelos. Cada equipo estara integrado por
un méximo de 4 personas: un lider y 3 estudiantes (una misma persona puede ser lider de
méas de un equipo). Es recomendable que el Delegado estatal asista con su delegacion.

2.5.2. Categorias de la competencia.
La OMMERB esta compuesta por tres niveles:
a) Nivel I: 4° y 5° de primaria.
b) Nivel II: 6° de primaria y 1° de secundaria

c¢) Nivel III: 2° de secundaria.
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2.5.3. Perfil de los participantes.
a) Nivel I:

» Estudiantes de 4° y 5° ano de nivel primaria o una institucion equivalente.
= Los estudiantes no deben haber cumplido 13 anos al 1 de agosto del 2017.

= Los estudiantes deberan entregar un comprobante escolar que certifique el grado
académico que esta cursando.

b) Nivel II:
» Estudiantes de 6° ano de nivel primaria y 1° de nivel secundaria o en una insti-
tucién equivalente.
= Los estudiantes no deben haber cumplido 15 anos al 1 de agosto del 2017.

= Los estudiantes deberan entregar un comprobante escolar que certifique el grado
académico que esta cursando.

c¢) Nivel III:

= Estudiantes de 2° ano de nivel secundaria o en una institucion equiva-lente.
= Los estudiantes no deben haber cumplido 16 anos al 1 de agosto del 2017.

= Los estudiantes deberdn entregar un comprobante escolar que certifique el grado
académico que esta cursando.

2.5.4. Costo de inscripcion.

La inscripcién a la competencia tendra un costo de $6,000.00 pesos por equipo (3 alumnos
y un lider, es decir, $1,500.00 pesos por persona).

2.5.5. Examenes.

a) Hay dos tipos de exdmenes: individual y por equipos. El formato de los exdmenes es el
siguiente:

1 Prueba Individual:

e Nivel I: constara de 15 problemas a responder en 90 minutos. Solo la respuesta
es necesaria. Cada problema tendra un valor de 10 puntos. Para los problemas
que tengan més de una respuesta, se dard el total de puntos SOLO si todas



las respuestas escritas son las correctas. No se daran puntos parciales. No hay
penalizacién por respuesta incorrecta.

Niveles IT y III: Constara de 15 problemas a responder en 120 minutos. Los
problemas se dividen en dos partes: La Parte A consistira de 12 problemas
en los cuales solo la respuesta es requerida. Para los problemas que tengan
mas de una respuesta, se dara el total de puntos SOLO si todas las respuestas
escritas son las correctas. No se daran puntos parciales. No hay penalizacion
por respuesta incorrecta. Cada problema tendra un valor de 5 puntos. La
Parte B consistira de 3 problemas y las soluciones tendran que ir acompanadas
de argumentos o explicaciones que sustenten su procedimiento y respuesta.
Cada problema de la Parte B tendra un valor de 20 puntos y se podran otorgar
puntos parciales. El examen tiene una puntuaciéon total de 120 puntos.

1 Prueba por Equipos: En los tres niveles, la prueba por equipos consistirda de 8
problemas a resolver en 60 minutos de la siguiente manera:

En los primeros 10 minutos, se le entregara a cada equipo los primeros seis
problemas. Durante estos 10 minutos, los integrantes del equipo pueden pla-
ticar y comentar las posibles soluciones de los problemas, pero NO podran
escribir nada. También se repartiran los 6 problemas de manera que a cada
participante le corresponda al menos un problema.

Los siguientes 35 minutos, cada miembro del equipo trabajarda de manera
individual los problemas que le fueron asignados. Durante este tiempo, si
podran escribir.

En los tdltimos 15 minutos, los tres miembros del equipo recibiran los tltimos
dos problemas, los cuales podran trabajar de manera conjunta y redactar las
respectivas soluciones.

En los problemas 1, 3,5y 7, SOLO se requiere la respuesta; no se daran puntos
parciales. En los problemas 2, 4, 6 y 8 se requieren las soluciones completas,
acompanadas de argumentos o explicaciones que sustenten su procedimiento
y respuesta; se podran dar puntos parciales.

Cada problema de la Prueba por Equipos tendré un valor de 40 puntos.

b) Cada estado debera enviar al menos 9 problemas propuestos, usando formato Word
o LaTex, escritos con solucion, para los tres niveles; especificamente, al menos 3 pro-
blemas para cada nivel. Deberan enviar los problemas a mas tardar el 1 de mayo de
2017, asi, el Comité Académico de la OMMEB los podra considerar al momento de
elaborar los examenes de la competencia. Los delegados deberan abstenerse de usar
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los problemas que han propuesto en sus examenes o entrenamientos estatales o alguna
otra competencia.

2.5.6. Comité Académico de la OMMEB.

El comité académico de la OMMEB est4 integrado por:

Juan Ramén Camacho Cordero,

Héctor Flores Cantn,

Ricardo Diaz Gutiérrez,

José Antonio Gomez Ortega,

Olga Rivera Bobadilla,

Didier Solis Gamboa,

Rogelio Valdez Delgado (Presidente),

Hugo Villanueva Méndez (Secretario General).

2.5.7. Premios y reconocimientos.

a)

Premio Individual: Medallas de Oro, Plata, Bronce y Menciones Honorificas. Aproxima-
damente dos terceras partes de los participantes recibiran premio individual, en forma
de medallas de Oro, Plata y Bronce asi como Menciones Honorificas, aproximadamente
en la razéom 1:2:3:4.

Premio por equipos: Medallas de Oro, Plata, Bronce y Menciones Honorificas. En la
prueba por equipos, la puntuacion total de todos los miembros de cada equipo es
considerado el puntaje de equipo. Los equipos seran primero ordenados por su puntaje
de equipo, el criterio de desempate sera de acuerdo al puntaje en cada uno de los
problemas de la prueba por equipos, comenzando con el mas dificil (problema 8). Los
premios seran dados a las dos terceras partes de los equipos, en razon 1:2:3:4.

Premio de Grupo: Medallas de Oro, Plata, Bronce y Menciones Honorificas. El puntaje
de grupo es la suma de los dos puntajes méas altos de la Prueba Individual en cada
equipo. Los equipos seran primero ordenados por su puntaje de grupo. En caso de
empate, gana el equipo cuya suma de los puntajes de las pruebas individuales de los
tres miembros del equipo sera el ganador. Los premios seran dados a las dos terceras
partes de los equipos, en razon 1:2:3:4.

Premio Absoluto: Trofeos de Campedn de Campeones, Segundo Lugar y Tercer Lugar.
El Premio Absoluto sera ganado por el equipo que tenga el mas alto puntaje calculado
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como sigue: la suma de los puntajes de los tres miembros del equipo en la Prueba
Individual y el puntaje de equipo en la Prueba por Equipos. Seran premiados tres
equipos, se entregard un trofeo al primer lugar (Campeén de Campeones), uno al
segundo lugar y uno al tercer lugar. Se pueden dar empates.

e) Constancias: Cada participante recibird una constancia de participaciéon en la OMMEB
2017.

2.6. Asistencia médica para los participantes.

Los delegados deberan contratar un seguro contra accidentes para todos los es-tudiantes
durante el periodo oficial de la competencia. El seguro debera cubrir las consecuencias de
los accidentes, como muerte e inhabilitacién de partes del cuerpo.

2.7. Periodo de aplicacion y procedimiento.

a) Cada estado debera confirmar su asistencia a mas tardar el 31 de marzo de 2017.

b

Enviar el formato de registro debidamente llenado a més tardar el 5 de ma-yo de 2017.

d

)
)
c) Enviar Problemas propuestos a més tardar el 1 de mayo de 2017.
) Informar itinerario de llegada y salida a més tardar el 10 de mayo de 2017.
)

e) Confirmar itinerario a més tardar el 20 de mayo de 2017.

Cada estado participante debera enviar la informacién a los correos: ommeb2017@gmail.com,
omm@ciencias.unam.mx, hvillam@gmail.com

2.8. Gastos. (Periodo oficial 15 al 18 de junio de 2017).

a) Los organizadores seran responsables de todos los gastos oficiales de los equipos es-
tatales participantes (4 personas por equipo como méaximo), incluyendo hospedaje,
alimentacion y paseos durante el periodo oficial de la competencia.

b) Los participantes extras, observadores, profesores, padres y personas acompanantes
tendrdn que pagar un costo de $3,500 pesos por el hospedaje, alimentos y paseos
durante el periodo oficial del evento, ademas de confirmar su asistencia a mas tardar el



Convocatoria 11

25 de mayo, de no hacerlo las reservaciones y alimentos correran por su cuenta y fuera
del evento (aunque puede ser dentro del centro vacacional).

¢) Cada equipo participante es responsable de los gastos de transportacion desde sus
respectivos estados al lugar sede de la competencia.

d) Recomendamos a los padres y personas acompanantes registrarse de manera oficial a
través del respectivo delegado de la OMMERB en el estado. Aquellos que no se registren
y estén interesados en participar en las actividades de la OMMEB, los organizadores
se reservan el derecho de admision a dichas actividades.

2.9. IMC.

Los ganadores de los distintos niveles se pre-seleccionaran para recibir entrenamiento y
presentar examenes selectivos para conformar a los equipos que representaran a México en
la Competencia Internacional de Matematicas (IMC), que se celebrard en Burgas, Bulgaria
durante el verano de 2018.

2.10. Responsable.

Olimpiada Mexicana de Matemaéticas.
Cubiculo 201,

Departamento de Matematicas.
Facultad de Ciencias, UNAM.

Col. Copilco, Delegacion Coyoacéan.
C. P. 04510.

Ciudad de México.

Teléfono: (55) 5622-4864,

Fax: (55) 5622-5410,

Email: omm@ciencias.unam.mx
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Problemas de practica. Nivel 1.

1. A Tony le gusta jugar con nimeros. La otra tarde le comenté a su amigo Cristian lo
siguiente: He pensado en un niimero y le he restado 1, después al resultado lo dividi
entre 10, después le volvi a restar 1 al resultado, después lo volvi a dividir entre 10, y
al final lo he dividido entre 2. Tony le dijo a Cristian que el resultado final que obtuvo
después de hacer todo lo anterior fue 10. ;Cual es el nimero que pensé Tony?

2. Si todos los puntitos en la siguiente figura se encuentran a distancia de 1 cm horizontal
y verticalmente, ;cudl es el area del triangulo sombreado?

3. Un arbol de 2 metros de altura fue plantado en el patio de la casa de Ceci y en los
anos siguientes crecié una misma cantidad de metros por cada ano. Después de 6 anos
en el patio de Ceci, el arbol media el doble de altura que cuando tenia 2 anos. ;Cual
era la altura del arbol cuando tenia 4 anos?

4. En la siguiente figura ABCD es un cuadrado de lado L = /2. Encuentra el valor de
la diferencia entre las areas de las regiones Ry S.

A B

D C

5. En un salén se hace una pequena encuesta para determinar la preferencia de los estu-
diantes respecto a los refrescos de cola. Tres cuartos de los encuestados dijeron que les
gusta el refresco normal, a tres quintos les gusta la version de dieta y a un sexto no
le gusta ninguno. ;A qué porcion de los encuestados le gusta tanto la versién normal
como la de dieta?

13
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6.

10.

En la siguiente figura, AB = AC'y BC' = BP. Si ZCAB mide 50°, jcuanto mide
LCBP?

Deeds compr6 un limén y tres naranjas y pagd $7.00. Ernesto compré tres limones y
dos naranjas, Drini compro cinco limones y una naranja, y Rex compré siete limones y
una naranja. Si cada limon cuesta la mitad de lo que cuesta una naranja, ;/quién pagd
mas y cuanto pagd?

Se construye un rompecabezas recortando un cuadrado de 4 c¢cm de lado en cinco
tridngulos, un cuadrado y un paralelogramo como en la figura. ;Cudl es el drea del
paralelogramo?

Sélo uno de los ntimeros 234, 2345, 23456, 234567, 2345678, 23456789 es primo. ;Cual
de ellos es?

La siguiente figura estd formada por los rectdangulos I, II y III. El rectangulo I tiene
42 cm de perimetro y su lado mas pequenio mide 6 cm. Si el rectangulo II tiene 40 cm
de perimetro y el rectangulo III tiene 38 cm de perimetro, jcudl es el perimetro de la
figura completa?
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11.

12.
13.

14.

A continuacién se presenta el mapa del laberinto del Rey Drini, donde las lineas re-
presentan pasadizos secretos y los puntos representan calabozos. ;De cuantas formas
puede el carcelero Antonio ir del calabozo A al calabozo B si no puede pasar dos veces
por el mismo calabozo?

A </ \>B

N
A

. Cuantos enteros positivos dividen tanto a 360 como a 6007

Una abeja tiene que atravesar el panal que se muestra en la siguiente figura, para ir
de la celda A a la celda B. Si en cada brinco puede moverse una casilla hacia arriba,
hacia abajo, o una casilla vecina de la derecha, pero no puede retroceder a una casilla
que esta a su izquierda, ni pasar dos veces por la misma casilla jde cudntas maneras
puede hacer el recorrido?

En la figura, ZACB es recto y C' es el centro de un cuadrado cuyo lado mide 1 cm y
que esta recortado por el tridangulo. ;Cuanto vale el drea sombreada?

A

B

15. Encuentra el nimero entero y positivo méas pequeno que al dividirlo entre 2 resulte en

un cuadrado perfecto y al dividirlo entre 3 resulte en un cubo perfecto.
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16

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Un grupo de amigos se junta para tomar una taza de café. La quinta parte del grupo
come ademds un pastelito. A la hora de pagar le dan al mesero $250, que incluye tanto
el consumo total como la propina. Si cada taza de café cuesta $35 y cada pastelito $52,
jcuanto le queda al mesero de propina?

Un numero es feliz si la suma de sus cifras es 9, por ejemplo 12,033 es un nimero feliz.
., Cudntos nimeros felices menores que 1000 hay?

En una clase de 52 estudiantes, 30 practican nado, 35 futbol y 42 basquetbol. ;Cual
es el minimo nimero posible de estudiantes que practican los tres deportes?

Encuentra el mayor nimero de 4 digitos que al dividirse entre 2, 3, 4, 5, 6, v 7, deja
residuo 1 en cada caso.

El producto de un ntimero de dos cifras con uno de tres cifras es 23,871. ; Cuanto vale
su suma?

El ntimero 25% x 64?° es el cuadrado de un entero positivo N. ;Cuél es la suma de los
digitos de N7

Se escoge un rectangulo de la siguiente cuadricula. ;Cual es la probabilidad de que
dicho rectangulo incluya al cuadrito negro?

:H

En la siguiente figura aparecen tres cuadrados: ABCD, PQRS,UVW X.Si AP = PB
y PU = 2UQ), jcudl es el resultado de dividir el drea del cuadrado UVW X entre el
area del cuadrado ABCD?
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24.

25.

Un ntmero 23— suertudo es un nimero natural de cuatro digitos que es divisible por 3 y
sus dos ultimos digitos son 23. Por ejemplo 1023 es un nimero 23—suertudo. ;Cuantos
nimeros 23—suertudos hay?

Se construye una cuadricula de n X n puntos y a continuacién se pintan los puntos de
blanco o negro de manera que en ningin rectangulo con vértices en la cuadricula y
lados paralelos a los lados de la cuadricula tenga sus cuatro vértices del mismo color.
Halla el valor maximo que puede tener n.
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Problemas de practica. Nivel II.

Parte A

1. En la siguiente cuadricula, la distancia que separa dos puntitos consecutivos (horizontal
o verticalmente) es de 1 cm. Halla la longitud del segmento BE.

2. Halla el valor de
2+D(22+1)(24+1)--- (232 41)

264 1

3. En la siguiente figura, ABC'D es un paralelogramo. AB = 10 y BC' = 75. Ademas, la
distancia que separa a las rectas AB y DC' es 60. Halla la longitud PQ.

A B

60< P

4. Denotemos por S(n) a la suma de los digitos de n. Si N es un ntimero de dos cifras tal
que N = 3S(N)+38, ;qué posibles valores puede tomar el digito de las unidades de N?

5. Pedro y Pablo presentaron un examen. Pedro fall6 en 1/9 de las preguntas y Pablo
tuvo 7 respuestas correctas. Ademas el nimero de preguntas donde ambos tuvieron la
respuesta correcta es 1/6 del total. ; Cudntas preguntas respondié bien Pedro?

6. El rectangulo ABCD tiene lados enteros. Ademas, el valor numérico de su perimetro
es igual al de su drea. Halla la suma de todos los posibles valores de dicha area.

19



20 Problemas de Practica
7. Si todos los nimeros de 5 cifras que se pueden escribir usando los digitos del 1 al 5 (se
vale repetir los digitos) se escriben en orden de menor a mayor, ;qué lugar ocupa el
nimero 51,4327
8. Deeds va escribiendo los niimeros naturales en forma triangular como se muestra en la
figura:
Primera fila: 1
Segunda fila: 2 3
Tercera fila: 4 5 6
Cuarta fila: 7 8 9 10
El lapiz de Deeds se gasta justo cuando acaba de terminar de escribir la centésima fila.
;,Cuanto vale la suma de los nimeros de esa fila?
9. ABC es un tridangulo equilatero tal que su perimetro es igual al area de su circunferencia
inscrita. Halla los posibles valores del radio de dicha circunferencia.
10. En el paralelogramo ABCD, tenemos que AFE es perpendicular a BC', AF es perpen-
dicular a CD y ZEAF = 45°. Si AE + AF = 2v/2, halla el perimetro de ABCD.
A D
F
B E C
11. Encuentra todas las parejas de enteros positivos (n, k) que satisfacen n® — 2 = k!
12. Sean pi, po, p3 ¥ ps cuatro nimeros primos distintos tales que
2p1 + 3pa +5ps + Tps = 162,
Ilp1 + Tpa + 5ps +4py = 162
Encuentra todos los posibles valores del producto pipapsps.
13. El punto M esta sobre el lado BC' del triangulo ABC' de manera que BM = AC. H

es el pie de la perpendicular bajada desde B sobre AM. Se sabe que BH = CM y
/ZMAC = 30°. Encuentra los posibles valores de ZACB.
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14

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

Encuentra todas las ternas (a, b, ¢) de enteros positivos tales que a, b, ¢ son los lados de
un triangulo rectangulo cuya area es a + b + c.

Se sabe que para un nimero natural n, el ntimero n3 + 2009n? + 27n termina en 3.
Encuentra los tres tdltimos digitos del niimero.

Encuentra el maximo entero z tal que existe un entero positivo y que cumple 22¢ —3% =

95.

El producto de dos de los primeros 17 enteros positivos es igual a la suma de los
restantes 15. ;Cudl es la suma de estos dos nimeros?

En AABC se toman puntos D, E en los lados BC, AC, respectivamente de modo que
DE es paralelo a AB. Ademas BC = 13, AC = 14 y AB = 15. Si AEDC y el
cuadrildtero ABDE tienen el mismo perimetro, halla BD/DC.

Parte B

En AABC se inscribe un rectangulo de manera que su base quede sobre el lado BC'.
Ademas, BC = 10 y la altura de A hacia BC mide 8. Halla el valor méaximo que puede
alcanzar el drea de un rectangulo con estas caracteristicas.

En AABC, M y N son los puntos medios de los lados BC' y AC', respectivamente.
Considera un punto P en el interior del triangulo tal que /BAP = ZACP = /M AC.
Prueba que ZANP = ZAMB.

—b
a+b

Las diagonales AC'y BD de un cuadrildtero ABC'D se intersecan en O. Se sabe que
la diagonal BD es perpendicular al lado AD, /BAD = Z/BCD = 60°, ZADC = 135°.
Encuentra la razén DO/OB.

Sean a, b niimeros reales tales que a < b < 0y a® + b* = 4ab. Halla el valor de

Halla el mayor nimero de puntos de interseccion que se pueden obtener al intersecar
dos cuadrilateros.

Hay cinco pilas con 42, 70, 105, 462 y 2009 piedras, respectivamente. Se permite hacer
alguno de estos movimientos en cada paso: se toman dos pilas con a y b piedras y se
cambian por:
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a) dos pilas con a y a + b piedras;

b) dos pilas con a y |a — b| piedras.

También se pueden tomar £ pilas diferentes, de manera que el niimero total de piedras
es kn con m un numero natural y crear en su lugar:

c) k pilas de n piedras

;Se pueden hacer cinco pilas cada una de las cuales consiste de 2008 piedras? ;y de
2009 piedras?

25. ;Cudl es el mayor entero n < 999 tal que (n—1)? divide a n?°16-17?



Problemas de practica. Nivel III.

Parte A

1. En el rectdngulo ABCD, BE/EC =5/2y DF/CF = 2. Halla el drea de AABC si el
area de ABC'D es 1764.

n

2. ;Cuantos enteros n cumplen que que es un cuadrado perfecto?

40 —n

3. En una competencia participan 7 ninas y 1 nino. En el hotel donde se hospedan hay 5
habitaciones disponibles con dos camas cada una para alojarlos. ;De cuantas maneras
se pueden ocupar las habitaciones si el nifio debe estar solo?

4. Un octdgono regular se construye a partir de un cuadrado de lado 1 recortando sus
cuatro esquinas. Halla el area del octagono.

5. En una escuela hay dos salones: en el saléon A hay m nifios y 11 ninas, en tanto que
en el salén B hay 9 nifios y n nifias. Se estd organizando un baile y cada salén debe
contribuir con la misma cantidad de dinero para la organizacién de la fiesta. Para ello,
todos los estudiantes del mismo salén pagan la misma cantidad (un nimero entero) de
pesos. La cantidad que aporté cada salén fue de mn 4 9m + 11n + 145 pesos. ;Cuanto
aporto cada estudiante del salon B?

6. Sea 0 < m < 1 la parte decimal de v/5. Halla el valor de m? + 2(m + v/5).

7. En el rectangulo ABCD los triangulos ABE, ECF y FDA tienen areas de 4, 3 y 5,
respectivamente. ;Cudl es el drea del tridngulo AEF? (ver figura del problema 1).

8. ¢(De cuantas maneras pueden dividirse 8 manzanas, 3 naranjas, 2 ciruelas y 1 mandarina
entre 3 personas?

23
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10.

11.

12.

13.

En el tridngulo rectangulo isésceles ABC con ZBAC = 90°, se toma un punto D sobre
el lado BC tal que BD = 2DC'. Sea F el pie de la perpendicular bajada desde B a la
recta AD. Encuentra ZCED.

El pentdagono de la figura esta formado por un cuadrado y un trangulo equilatero de
lado 2. Halla el radio de la cirunferencia que pasa por los puntos A, Dy C.

A

C D

Alrededor de una mesa circular se sientan n personas pi,ps,...,P, & jugar un juego
con monedas. La persona p; tiene una moneda mas que la persona py, quien tiene una
moneda mas que la persona ps, etc. El juego consiste en lo siguiente: p; le da una
moneda a po, quien luego le da 2 monedas a ps, quien luego le da 3 monedas p4 y asi
sucesivamente (p, le da n monedas a py, quien luego le da n+ 1 monedas a ps, etc.) El
juego concluye cuando algiin jugador ya no puede dar las monedas que le corresponde
dar. Al finalizar el juego se observa que existe una pareja de jugadores consecutivos
tales que uno de ellos tiene 5 veces mas monedas que el otro. ;Cudles son las posibles
cantidades de monedas que habia en la mesa?

Sea A el conjunto de los niimeros naturales que satisface las siguientes tres propiedades:

(1) ningin ndmero de A es divisible entre 3,
(2) ningtin ndmero de A es dividible entre 4 y

(3) todos los nimeros de A son divisibles entre 5.
Si se ordenan los nimeros de A de menor a mayor, ;qué nimero ocupa el lugar 797

Drini tiene 1000 cajas, numeradas del 1 al 1000, y muchisimas pelotas. En cada caja
caben 3 pelotas. Drini inventa el siguiente juego: en el primer turno pone una pelota en
la caja marcada con el 1. En cada turno subsiguiente, pone una pelota en la primera
caja donde todavia haya lugar para acomodar la pelota y a continuacién vacia todas
las cajas anteriores. ; Cuantas pelotas habra en total en las cajas al término del turno

20167
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Hugo practica el siguiente juego: escribe n ntimeros naturales en un pizarrén. Luego

. : b . : o
toma dos de estos nimeros a y by, si 2 es numero natural, lo escribe en el pizarrén.

Halla todos los ntimeros naturales que puede escribir en el pizarréon si empieza con
{1,2}. ;Qué nimeros podra escribir si empieza con {1,3}7

Los ntimeros reales a, b, ¢ son distintos dos a dos y satisfacen

1 1 1
a+—-=b+—-=c+ —.
b c a

Encuentra todos los valores posibles de abc.

Cinco personas van al super a comprar. ;De cuantas formas se pueden formar en fila
en las cuatro cajas registradoras del super?

Un circulo de radio 12 en tangente a los cuatro lados de un trapecio ABCD donde
AB y DC son paralelos. Si BC' = 25 cm y el area de ABC'D es 648 cm?, determine la
longitud de DA.

Sea n un entero positivo. Tanto Tom como Jerry tienen algunas monedas. Si Tom le
da n monedas a Jerry, entonces Jerry tendra 2 veces el niimero de monedas que le
quedaron a Tom. Si por el contrario, Jerry le da 2 monedas a Tom, Tom tendra n veces
el nimero de monedas que le quedaron a Jerry. Halla la suma de todos los posibles
valores de n.

Parte B

Encuentra todas las soluciones de la ecuacion x|z|z|z|]| = 88.

En el triangulo ABC' tenemos AB = AC'y ZBAC = 100°. Sea D un punto en AC' tal
que ZABD = ZCBD. Prueba que AD + DB = BC

P(z) es un polinomio de grado 2015 tal que P(k) = 1/k para k = 1,2,...,2016. Halla
el valor de P(2017).
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22. Sea x un ntmero real tal que las diferencias entre los ntimeros x!99, 21960 y 22901 gon
todas enteras. Demuestra que = es entero.

23. En la siguiente figura, un cuadrado de lado 1 esta dividido en 7 tridngulos rectangulos.
Demuestra que z satisface la ecuacion

25—t 4323 — 222 + 32— 1=0.

24. Encuentra todos los nimeros reales x tales que el nimero z" 4+ ™" es entero para
cualquier n natural.

25. Sean a, b, c nimeros reales positivos tales que

8a? 1002 62
a?+9 b2+ 16 2425

Encuentra a + b + c.



Respuestas.

6.1.

. 2011.

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

Nivel 1.

10.5 cm?.

6 metros.

.Area:ﬂ—z

31
60
ZCBP = 50°.

Rex pagé la mayor cantidad: $ 9.00.

. Area =2 cm?.

23,456,7809.
Perimetro = 66 cm.
64 maneras.

16 divisores en comun.
64 caminos.

Area =2 cm?.

648.

$23 de propina.

55 ntimeros felices.
3 estudiantes.

9661.

73 + 327 = 400.
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Respuestas

21.

22.

23.

24.

25.

6.2.

10.
11.
12.
13.

14.

. BE

2+4+8=14.

p=2
7

2
18’

30 numeros 23-suertudos.

n = 4.

Nivel II.

4v/5
= T cm.

1.

PQ =8.

3

32 preguntas.
18 + 36 = 34.
500, 050.
63

T

Perimetro = 8.

(n,k) = (2,3).

P1Papsps = H X 3 X 2 x 19 = 570.
LACB =15° 0 LZACB = 105°.

(a,b) = (5,12) o (a,b) = (6,8).

973.



Nivel 11

29

15. = = 3.

16. 23

. BD 2
" DC T
18. Area = 20.
a=b_ 1
at+b /3
DO 1
py P
OB 2

23 16 intersecciones.

21

24 Con 2008 es imposible. Si es posible con 2009.
19. n = 673.

6.3. Nivel III

1. Area = 462.
2. (m.n) = (0,0), (1,20), (2,32), (3,36).
3. 12,600 asignaciones.

4. Area = 22 — 2.

5. $25 o $47.
6. 5.
7. Area = 8.

8. 8,100 maneras
9. ZCED = 45°.
10. 2.

11. 6 o 63 monedas.



30 Respuestas

12. 133.

13. 9 pelotas.

14. Todos los nimeros naturales (en cada caso).
15. abc = *1.

16. 6720 maneras.

17. DA =29 cm.

18. 1+2+3+8=14.

19 22
LT ==
7

21 P(2017) = 0.

m /m?2
24 = — — — 1.
T 5 + 1

25 a+b+c=3+4+5=12.



So

7.1.

1.

lucliones.

Nivel 1

Razonando hacia atras, comenzando por el resultado final llevamos a cabo las opera-
ciones inversas para obtener el niimero original, que es 2011.

. Es dificil calcular el darea del tridngulo ya que desconocemos las medidas de su base y

su altura. En principio, la base podria calcularse mediante la aplicacion del teorema
de Pitagoras, pero la altura es més complicada de calcular. Sin embargo, la solucion
puede obtenerse con facilidad si consideramos el rectangulo que aparece en la figura:

D

El area del triangulo que buscamos es igual al area del rectangulo menos el area de los
tres tridngulos sombreados que se formaron. Asi el drea buscada es:

6x1 3x4 3x3 21

4 — — =1 2,
6 x 5 5 5 5 0,5cm

Representemos por d la cantidad de metros que aumenta durante un ano. Asi, al
cumplir dos anos medird 2 + d + d = 2 + 2d metros de altura. Por otra parte, en los
cuatro anos siguientes aumentd también 2 4+ 2d metros para asi alcanzar el doble de
esa altura. Por tanto 4d = 2 + 2d y encontramos d = 1, de manera que a los 4 anos de
edad tendrd 2 + 4d = 6 metros de altura.

Observemos que las regiones P y R al juntarse forman un cuarto de circulo de radio
wL?

L. Por tanto Area (R) = - " Area (P).

Por otro lado, si juntamos las regiones P y S obtenemos una regién cuya area es
la diferencia entre el area del cuadrado y un cuarto de circulo. Entonces tenemos

31
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A
R
D
, T2 ,
Area (9) = L* — - Area (P). Por tanto
¢ ¢ Tl* , wL*
Area (R) — Area (S) = o " Area (P)+ L — - + Area (P)

0
= *=z=-1)=7r—-2

G -1
. Notemos que la proporcion de estudiantes que gustan de alguna de las dos opciones es
1—-1/6 = 5/6. Si denotamos por C' la proporcién que gusta del refresco de cola, por
D la proporcién que gusta de la verion de dieta y por C'N D la proporcion de los que
gustan de ambos, aplicando directamente el principio de inclusion-exclusién tenemos

que

3 3 5 31
D=°4°-2=2
CNP=4735"6%w

. Como ABAC es isésceles entonces ZABC = ZACB. Como la suma de los angulos
internos de un triangulo es 180°, entonces tenemos que

JACB = M — 65

Por otro lado, ABPC también es isésceles y por tanto ZPCB = ZCPB. Entonces

ZCBP =180° — 2/ZPCB = 180° — 2 x 65° = 50°.

. Cada naranja cuesta lo mismo que dos limones. Vamos a convertir todas las cantidades
a su equivalente “en limones”:

» Deeds compré 1 limén y 3 naranjas = 7 limones

» Ernesto compré 3 limones y 2 naranjas = 7 limones.
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8.

10.

= Drini compro 5 limones y 1 naranja = 7 limones.

= Rex comprd 7 limones y una naranja = 9 limones.

Por tanto, Rex pagd mas. Por otro lado, como Deeds compré el equivalente a 7 limones
y pagé $7.00, podemos concluir que cada limén cuesta $1. Asi que Rex pagd $9.00.

Dividamos el cuadrado en 16 triangulos congruentes, como se indica a continuacion.

Entonces cada triangulito tiene un drea equivalente a 1/16 del drea del cuadrado, es
decir 42/16 = 1 cm?. En consecuencia el paralelogramo tiene 2 x 1 = 2 cm? de area.

Descartamos al 234, 23456, 2345678 por ser niimeros pares (divisibles entre 2). También
podemos descartar al 12345 por ser miltiplo de 5, de manera que sélo tenemos que
verificar 234567 y 23456789. Finalmente aplicamos el criterio que establece que un
numero es divisible por 3 cuando la suma de sus digitos también lo es. Como 2 + 3 +
44546+ 7 = 27 es un multiplo de 3, el niimero 234567 no puede ser primo, por lo
que la respuesta debe ser 23456789.

Por las condiciones del problema, tenemos que la altura del rectangulo mas grande mide
15 ecm. Si denotamos por a y b a las alturas de los rectangulos II y III, respectivamente,
y por ¢ a su base comun, entonces tenemos por las condiciones de los perimetros que
a+c=40/2=20cmy b+ c=38/2 =19 cm. Sumando estas relaciones término a



34

Soluciones

11.

12.

13.

término obtenemos a + b+ 2c¢ = 39 cm. Por otro lado, a 4 b es la longitud de la altura
del rectangulo mayor, es decir, a + b = 15 cm. Por tanto, ¢ = 12 ¢m y en consecuencia
la base del rectangulo mayor sera igual a ¢ + 6 = 18 cm. Entonces, el perimetro del
rectangulo mayor es igual a 2 x (18 + 15) = 66 cm.

Primero notemos que hay esencialmente dos maneras distintas de recorrer el laberinto:
yendo por arriba o yendo por abajo. Enfoquémonos en el primer caso. Notemos que
cualquier camino debe pasar forzosamente por los puntos P, @, R, S marcados en la
figura. Seguidamente, notemos que para ir de A a P hay dos caminos

R\
Agk >B

A &

De igual modo para ir de P a ), de Q a R, de R a S y finalmente de S a B. Por
Q
’ / \ 5
4
vINC_ /]
X Y

A
tanto, el camino de arriba se puede recorrer de 2 x 2 x 2 x 2 x 2 = 25 = 32 formas. Por
tanto, el laberinto se puede recorrer de 32 + 32 = 64 maneras.

B

Los niimeros que dividen en comin a 360 y a 600 dividen al maximo comun divisor de
ellos, que denotamos por (600, 360). Entonces

(600, 360) = (360,240) = (120, 240) = 120.

Luego como 120 = 23 x 3 x 5 entonces los divisores de 120 deben tener un factor 2
elevado a la potencia 0, 1, 2 6 3; un factor 3 elevado a la potencia 0 6 1; un factor 5
elevado a la potencia 0 6 1. Por lo tanto el niimero de divisores es 4 X 2 X 2 = 16

Partimos el panal usando 4 divisiones como lo indica la figura. Notemos que el panal
queda dividido en 5 regiones, siendo la primera regién la que solo comprende a la casilla
Ay la quinta la que solo tiene a la casilla B.
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14.

15.

Para pasar de la primera region a la segunda solo es posible hacerlo de dos maneras
distintas. Ahora bien, estando en cualquiera de las dos casillas de la segunda regién
existen 4 maneras de pasar a la tercera. De manera similar, estando en cualquiera de
las tres casillas de la tercera regiéon existen 4 maneras de pasar a la cuarta. Finalmente
desde cualquiera de las dos casillas de la cuarta region solo existen dos caminos posibles
para llegar al final. Por tanto, el niimero total de caminos es 2 x 4 x 4 x 2 = 64.

Consideremos el siguiente dibujo y tracemos las alturas CN y C'M.

B

Notemos que ZNCQ = 90° — ZPCN = ZMCP. Por tanto, AMCP y ANC( son
congruente (criterio ALA) y por tanto tienen la misma drea. Se concluye entonces que

Area (XPCQ) = Area (XMCN) = 2 =2 cm?

Como al dividir el niimero entre 3 se obtiene un cubo, entonces hagamos la lista de
los primeros cubos {1, 8, 25,64, 125,216, 343...} y multipliquémosla por 3 para obtener
{3,24,75,912, 375,648, 1029, ...}. De estos niimeros el mas pequeno que al dividir entre
dos es un cuadrado, es el 648.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Como la quinta parte del grupo come pastelito, el niimero de amigos debe ser miltiplo
de 5. Pero si fueran 10 o més, el total de la cuenta serfa $350 o m4s, tan solo en café.
Por tanto debe haber 5 amigos y solo uno comié pastelito. La cuenta termina siendo
5 x 35+ 52 =175+ 52 = 227 pesos y al mesero le quedan $23.

En el siguiente listado aparecen todas las posibles sumas de tres digitos que dan 9
como resultado.

94040 | 8+140 | 74+2+0 | 7+141 | 6+34+0 | 64+2+1
5+440 | 54341 | 5+2+2 | 44+4+1 | 44342 | 34343

Si en la suma los tres digitos son distintos, entonces cualquier permutacion de ellos da
como resultado un nimero feliz. Por tanto, hay en total 7 x 3! = 42 numeros felices en
este caso. Por otro lado, si hay dos digitos repetidos, entonces cada suma da lugar a
3 numeros, por lo que hay 4 x 3 = 12 numeros felices en este caso. Finalmente, si los
tres dgitos estdn repetidos, solo tenemos un caso (el 333). Entonces tenemos un total
de 42 + 12 4+ 1 = 55 ntimeros felices.

Notemos que hay 52 — 30 = 22 estudiantes que no practican nado. También hay
52 — 35 = 17 estudiantes que no practican futbol y 52 — 42 = 10 estudiantes que no
practican basquetbol. En consecuencia, hay a lo méas 22+ 174 10 = 49 estudiantes que
no practican alguno de los deportes. Por tanto hay al menos 52 — 49 = 3 estudiantes
que practican los 3 deportes.

Si x es el numero buscado, x — 1 debe ser multiplo de 2, 3,4,5,6,7. En particular, debe
ser divisible entre el minimo comin multiplo de todos ellos, 420. Buscamos entonces, el
mayor multiplo de 420 que tiene 4 digitos. Dado que 420x20 = 8400 y 420 x 30 = 12600,
debemos buscar un factor entre 20 y 30. Pero 420 x 25 = 10500, 420 x 24 = 10080 y
420 x 23 = 9660. Entonces el nimero buscado sera 9661.

Consideremos la descomposicién en factores primos 23,871 = 3 x 73 x 109. Luego, el
uinico ntimero de dos cifras y el iinico nimero de tres cifras cuyo producto es 23,871 es
73 v 327. Por lo tanto la suma es 400.

Para que un nimero sea un cuadrado debe tener sus factores elevados a una potencia
par. Luego

(25)64 % (64)25 — (52)64 % (26)25 _ 5128 . 2150 — 10128 . 222‘

Por lo que la rafz cuadrada es N = 10% - 2!, De esta forma el nimero N termina en
64 ceros que no contribuyen a la suma de las cifras. Entonces la suma de las cifras de
N es igual a la suma de las cifras de 2! = 2048 es decir, 2 +0 +4 + 8 = 14.
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22.

23.

24.

Notemos que un rectangulo queda determinado por sus lados, es decir, por una pareja
de rectas verticales y una pareja de rectas horizontales. Como el nimero de dichas
parejas es (7) vy (5), respectivamente, entonces tenemos un total de

2 2
7 )

=21 x10=21

(2)><(2) %10 = 210

rectangulos.

1
2

Para calcular el nimero de rectangulos que contienen al cuadrito negro, notemos que
el lado izquierdo de uno de esos rectangulos solo puede estar sobre las rectas marcadas
con los nimeros 1 o 2 de la figura, en tanto que el lado derecho solo puede estar sobre
las rectas 3, 4, 5, 6 o 7. De manera similar, el lado de abajo solo puede estar en las
rectas 1 o 2, en tanto que el lado de arriba puede ubicarse en las rectas 3, 4 o 5. Por
tanto, existen 2 x 5 x 2 x 3 = 60 rectangulos que contienen el cuadrito negro. Entonces
la probabilidad de seleccionar uno de dichos rectangulos es P = 60/210 = 2/7.

Sea L = AB. Notemos que cada uno de los triangulos SAP, PBQ,QQCR, RDS tienen
alturas y bases que miden L/2 por lo que cada uno tiene un drea igual a L?/8. Por
tanto, tomados en conjunto tienen un drea equivalente a 4 x (L?/8) = L?/2, es de decir,
la mitad del area del cuadrado ABC'D. En consecuencia, el area del cuadrado PQRS
es igual a la mitad del area del cuadrado ABC'D. Por otro lado, consideremos ¢ = PQ)
cada uno de los tridngulos X PU, UQV,V RW,WSX tiene una base que mide 2¢/3 y
una altura que mide £/3. Entonces cada uno tiene un érea igual a £2/9 y en conjunto
tienen un drea de 4¢%/9. Por tanto, el drea del cuadrado es XUVW es 5(2/9, es decir,
5/9 del drea del cuadrado PQRS, o bien, 5/18 del area del cuadrado ABCD.

El criterio de divisibilidad de 3 establece que el niimero sera multiplo de 3 cuando
sus cuatro digitos sumen un multiplo de 3. Como las tultimas dos cifras suman 5, es
necesario que las dos primeras completen un multiplo de 3. Para que la suma total sea
6, los otros dos tienen que sumar 1y esto sélo es posible cuando el nimero es 1023. Para
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25.

7.2.

1.

que la suma total sea 9, es necesario que los dos primeros sumen 4, lo cual sucede de 4
formas: 1323,2223,3123,4023. Para que la suma total sea 12 es necesario que los dos
primeros sumen 7, lo cual sucede de 7 formas: 1623, 2523, 3423, 4323, 5223, 6123, 7023.
Para que la suma total sea 15 es necesario que los dos primeros sumen 10, lo cual
es posible de 9 formas: 1923, 2823, 3723, 4623, 5523, 6423, 7323, 8223, 9123. Para que la
suma total sea 18 es necesario que los dos primeros sumen 13, lo cual es posible de 6
formas: 4923, 5823,6723,7623,8523,9423. Para que la suma total sea 21 es necesario
que los dos primeros sumen 16, lo cual es posible de 3 formas: 7923, 8823, 9923.Para que
la suma total sea 24 es necesario que los dos primeros sumen 19, lo cual es imposible.
Por tanto, la cantidad total de nimeros 23— suertudos es 1 +4+4+7+9+6 + 3 = 30
formas.

Demostremos que n = 4 es el maximo. Si n = 5, por el principio de las casillas existe
un color (digamos negro) con al menos 13 puntos. Si hay algin renglén con 4 o més
cuadros negros, se llega facilmente -usando nuevamente el principio de las casillas- a un
rectangulo monocromatico negro. De lo contrario, hay al menos 3 renglones con exacta-
mente 3 puntos negros, en cuyo caso se tiene nuevamente un rectangulo monocromatico
(ya sea negro o blanco). El siguiente dibujo ilustra un ejemplo con n = 4.

Nivel 11

Notemos que AFEC y ABED son semejantes con razon de semejanza 1 : 2. Por
tanto tenemos que BE = 2F'E y entonces BF = BE + FE = 3BE/2. Por otro lado,
aplicando el teorema de Pitdgoras obtenemos que BF = /22 + 42 = 24/5. As{

45
3

BE = gBF = cm.
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2. Factorizamos repetidamente el denominador como diferencia de cuadrados:

264 -1 = (232 + 1)(232 . 1)
= 22+ 1)+ 1)(2"°-1)

_ 2+ DR+ D)+ DR+ D22+ 1)(2+ 1)(2 - 1).
Por tanto
+1D)22+ 1) +1)--- (282 +1)
264 _ 1

3. Visto como un paralelogramo de base DC'y altura 60, el area d ABC'D es 10x60 = 600.
Por otro lado, podemos considerar BC' como base del paralelogramo, en cuyo caso
PQ sera la altura. Entonces tenemos que 600 = BC' x PQ) = 75 x P(Q y por tanto
PQ =600/75 = 8.

=1

4. Consideremos N = 10a + b. Entonces tenemos que 10a + b = 3(a + b) + 8, de donde
podemos deducir 7a = 2(b+4). A partir de esta relacién podemos deducir que 7 divide
a b+ 4. Ahora bien, como b es un numero digito, b + 4 no excede a 9 + 3 = 13. Por
tantob+4 =7y b=3.

5. Denotemos por z, y, z, w la cantidad de preguntas que sélo Pedro contesté bien, que
solo Pablo constesté bien, que ambos contestaron bien y que ninguno contesté bien,
respectivamente. Si n denota el nimero de preguntas del examen, entonces tenemos
que

S y+z=7 fw==
22—7 z = w = —.
6 Y y Uy 9

De la primera ecuacion podemos concluir que n es un miltiplo de 6. Por otro lado,
como n = x + Yy + z + w, entonces tenemos que

8n
:L'—l—z:n—(y—l—w):E
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y en consecuencia n debe ser también un multiplo de 9. De aqui podemos inferir que
n es un multiplo de (6,9) = 18. Si n = 18 entonces (z,y, z,w) = (13,4, 3, —2), por lo
que no hay solucién. Si n = 36 entonces (z,y, z,w) = (26,1,6,3). Si n > 36 entonces
y < 0, por lo que no hay solucién. Asi podemos concluir que la unica solucién es
r+2=264+6=32.

. Sean x, y las medidas de los lados. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que

x > y. La condicién del problema establece que xy = 2x + 2y, o de manera equivalente,

= =2 .
Y= e 2 +a:—2

Como y es un nimero entero, necesariamente x —2 debe ser un factor de 4. Asi tenemos
que = — 2 puede tomar los valores 4, 2, 1, —1, —2 0 —4. Si  — 2 = 4 entonces = = 6,
y=3yaxy=18. Sixz —2 =2 entonces x =4, y = 4y xy = 16. En todos los demés
casos se obtiene x < y, contradiciendo nuestra hipotesis. Asi que la suma de todos los
posibles valores del area es 18 + 16 = 34.

. Observemos que hay 5* = 625 nimeros de cinco cifras que empiezan con 1, y de igual

modo hay 625 niimeros que empiezan con 2, 3 0 4. Asi que un niimero de la forma 5
estd al menos en el lugar 4 x 5* + 1 = 2501. De manera similar, hay 5? = 25 ntimeros
de tres cifras que empiezan con 1 y la misma cantidad que empiezan con 2 o con 3. Por
tanto, un nimero de la forma 514 % * estd al menos en el lugar 4 x 5* +3 x 5241 = 2576.
Finalmente, de 1 a 32 hay exactamente 12 nimeros, asi que el nimero 51,432 ocupa
el lugar 2587 en la lista.

. El total de ntimeros escritos en las primeras 99 filas es

99 x 100
1+2+3+---+98+99:XT:4950.

Por tanto los ntimeros escritos en la centésima fila son:
4951, 4952, 4953, . . ., 5050.
La suma de todos estos niimeros se puede calcular usando la suma de Gauss:

4951 + 4952 + 4953 4 --- + 5050 = 100 x 4951 +1+2+---499
1
= 500, 050.
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9.

10.

Denotemos por L al lado del tridngulo y por r al radio de su circunferencia inscrita.
Recordemos que el drea de un trangulo equildtero de lado L es A = v/3L?/4.Ademés,
el drea de un tridngulo en términos de su inradio es A = s X r, donde s = (a+b+c¢)/2
es el semiperimetro (ver figura).

a

Por tanto igualando las férmulas de area obtenemos

3.3
V32 3, .,
1 5

de donde podemos deducir que
L

= —=.
2V/3

La condicién del problema establece que 3L = 7r2. Sustituyendo obtenemos

2, 3L
— =7 = —
12 U
o bien L = 36/7. Por tanto,
1 36 6V3

r=——XxX—= :
203 o T

Primero notemos que como AB es paralelo a DC'y AF es perpendicular a DC, entonces
podemos concluir que AF es perpendicular a AB. Luego tenemos que ZFAB = 90°.
Como ZEAF = 45° por hipétesis, entonces ZBAFE = 45° y en consecuencia AAEB es
rectangulo e isésceles. Por tanto AB = v/2AFE. De manera totalmente andloga tenemos
que AD = V2AF. Asi

Perimetro (ABCD) = 2(AB + AD) = 2v/2(AE + AF) = 2¢/2 x 2v/2 = 8.
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11. Si k > 3, entonces 4 divide a k! y por tanto 2 divide a n®. Como 2 es primo tenemos
entonces que 2 divide a n. Asi, 2% = 8 divide a n® y 4 divide a n® — k! = 2, lo cual es un
absurdo. Si k =1 0o k = 2, entonces n no es entero. La tnica solucién es (n, k) = (2, 3).

12. Usando paridad en la primera ecuacién, obtenemos que al menos uno de los primos
P2, P3, P4 €s igual a 2. El mismo argumento de paridad aplicado a la segunda ecuacién
reduce las opciones a py = 2 0 p3 = 2. Restando las ecuaciones se tiene

9p1 + 4ps — 3ps = 0,

o equivalentemente,
3ps — 9p1 = 4pa.

Como 3 divide a 3ps — 9p1, obtenemos que 3 divide a 4p, y por tanto p; = 3. En
consecuencia p3 = 2. Resolviendo el sistema de ecuaciones resultante

2p +Tpy = 143

se obtiene p; = 5 y py = 19. Por tanto p1papsps = 5 X 3 X 2 x 19 = 570.

13. Sea L el pie de la perpendicular bajada desde C' sobre AM.

A

H

Entonces ALAC es un triangulo 30°—60°—90°. Asi que LC = 1/2AC. Por la semejanza
de ALMC y AHM B se tiene que

BH LC  BM
BM MC 2BH’

Entonces 2BH? = BM?. Luego ABHM (y por tanto también ALMC') es rectdngulo
isosceles. Entonces Z/ZMCL = 45°. Si ZA es obtuso, ZAC'B = 15°. Si ZA es agudo,
ZACB = 105°.
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14.

15.

16.

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que c es la hipotenusa, entonces

ab
—=a+b+c,
2
o de manera equivalente,
Ly
a - — =—c
2

Elevando al cuadrado y aplicando Pitagoras obtenemos

272

b
a2+b2+aT+2ab—a2b—ab2:62:a2+b2

lo cual se simplifica a
ab—4a —4b+ 8 = 0.

Sumando 8 a cada lado de la igualdad y factorizando se llega a que
(a—4)(b—4)=28.

Igualando con las posibles parejas de factores de 8 encontramos las tinicas soluciones:
(a,b) = (5,12) o (a,b) = (6,8).

Notemos que el nimero A = n3 + 2009n? + 27n tiene los mismos tres tltimos digitos
que el ntimero B = n? + 9n? + 27n. Ademads

B+27=n’+9n*+27Tn+27 = (n + 3)°.

Es decir, B 4+ 27 es un cubo perfecto que termina en 0. Por tanto B + 7 es un multiplo
de 10, y siendo un cubo perfecto, necesariamente serd un multiplo de 103 = 1000. Asi
B + 27 termina en 000. Entonces los ultimos tres digitos de B son 973.

Factorizando obtenemos
(2% + 3Y)(2" — 3Y) = 55.

Como 2%+ 3Y > 2% —3Y y 55 se descompone en primos como 55 = 5 X 11, entonces solo
existen dos opciones: 2 +3Y =55y 2* —3Y =1, o bien, 2*4+3Y =11y 2* —3Y = 5. En
el primer caso, tras sumar ambas ecuaciones obtenemos 27 = 2 x 2% = 55 4 1 = 56,
lo cual claramente es un absurdo. Procediendo de manera anédloga en el segundo caso
llegamos a 27! = 16, de donde obtenemos x = 3 y y = 1, la cual es la tinica solucién.
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17. Aplicando la formula de la suma de Gauss tenemos que

17 x 18

14+243+---+17= = 153.

De acuerdo a las condiciones del problema, existen enteros positivos z,y tales que
r <y < 17 que cumplen

xy =153 — (z +y).

De esta ultima relacién obtenemos
(z+D)(y+1)=ay+a+y+1=153+1=154.

Factorizando 154 en primos tenemos 154 = 2 x 7 x 11, de donde es fécil de ver que
la unica forma de expresar a 154 como producto de dos factores que no excedan 18 es
r+1=11yy+1=14. Por tanto x = 10 y y = 13, de modo que z + y = 23.

18. Por el teorema de Tales, tenemos que AABC y AEDC son semejantes. Denotemos
por r a la razon de semejanza, es decir,
DC EC ED
r = = = .
BC AC AB

De la igualdad de perimetros se deduce que

EC+DC = AB+ AE+ BD
rx AC+rxBC = AB+(1—r)xAC+ (1—r)x BC
27r = 15427(1 —r).

Resolviendo esta iltima ecuacién obtenemos r = 21/27 y por tanto

BD_BC_DO_}_l_g
DC DC DC r e




Nivel 11 45

19.

20.

Consideremos la siguiente figura. Sean x,y las longitudes de la base y la altura del
rectangulo, respectivamente. Puesto que DG es paralelo a BC' tenemos por el teorema
de Tales que AADG y AABC son semejantes. Entonces se cumple la proporcién
DG/BC = AM /AN, o de manera equivalente,

r 88—y
10 8
A
/D G\
B E N F C

De aqui podemos hallar z en términos de y:

5
=10 - —y.
x 1Y

Por tanto,

5 5 5 5
=(10—-y)y=——y* +10y = ——(y* = 8y) = —(y — 4)* + 20
zy =10 yly=—1y" +10y = —(y" = 8y) = — (y — 4" +

y asi tenemos que el producto zy se maximiza precisamente cuando y = 4 y zy = 20.

Sea D un punto tal que el cuadrildtero ABDC' es un paralelogramo (AB es paralela a
CD y AC es paralela a BD).

[ve)
o
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21.

22.

23.

Entonces ZADB = /DAC = ZACP. Ademas, /BAD = Z/PAC. Asi que AABD y
AAPC son semejantes. Notemos que PN es mediana de AAPC y BM es mediana de
AABD, las cuales salen de los vértices respectivos Py B de los tridngulos semejantes
APC y ABD, respectivamente. De aqui que ZANP = ZAMB.

Restamos 2ab a cada lado de la ecuacién a? + b? = 4ab para obtener
(a —b)? = a* — 2ab + b* = 2ab.
Dado que a < b entonces a — b < 0, por lo que al tomar raices de ambos lados se

concluye que
a—b=—v2ab.

Procediendo de manera similar, si sumamos 2ab a cada lado de la ecuacién original
podremos concluir que
a+b=—vb6ab.

Por tanto,

a—>b B —v2ab _i
a+b —\6ab V3

Primero notemos que ABAD es un triangulo 30° — 60° — 90° y por tanto, AB = 2AD.

B

N

D

Por otro lado, Z/ZBDC = ZADC — ZADB = 45°, de donde podemos deducir que
/ZCDB =45°y /DBC = 75°. Asi notamos que C' es un excentro de ABAD, pues sus
angulos exteriores en B y D son 150° y 90°, respectivamente. Por tanto AO es bisectriz
de ZDAB. Aplicando el teorema de bisectriz se tiene

DO A0 1

OB  AB 2
Estimemos el maximo nimero de las intersecciones notando que cada lado de un cua-
drildtero a lo més genera 4 intersecciones: que se formarian intersecando el lado dado
con los 4 lados del otro cuadrilatero. Repitiendo este razonamiento en cada lado vemos
que a lo mas hay 4 x 4 = 16 intersecciones. Este maximo se obtiene considerando
cuadrilateros no convexos como se ilustra en la siguiente figura.
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24.

25.

Notemos que cada una de las operaciones (i) y (ii) preserva el maximo comun divisor
de las cantidades de piedras en cada pila. Como el maximo comun divisor de los cinco
nimeros es 7, entonces en cada paso cada pila sigue teniendo un multtiplo de 7 piedras.
Como 2008 no es mutiplo de 7 este caso es imposible. Por otro lado, 2009 si es mutiplo de
7. La siguiente sucesion de pasos indica como obtener 2009: (42, 70, 105, 462, 2009) <—
(42, 35,105,462,2009) «— (7,35,105,462,2009). Como ya tenemos una pila con 7
piedras, le sumamos 7 a la segunda pila 1061 veces (pasos). Asi obtenemos (7,354 7 X
1061, 105, 462, 2009) y se tienen en total 5 x 2009 piedras. Finalmente, dividiendo entre
todas se obtiene el resultado requerido.

Recordemos la factorizacién
nf ==+ P 1),

Por tanto tenemos que n — 1 divide a cualquier expresién de la forma n*+t1 —1. Adema4s
podemos concluir que (n — 1)? divide a n?"® — 1 si y solo si n — 1 divide a N =
n2015 4 201 4 2013 4 ... 4 + 1. Ahora bien, notemos que

N=0"" 1)+ m*" -1)+ @0 - 1)+ + (n— 1) + 2016

y en consecuencia (n — 1)? divide a n?°'% — 1 si y solo si n — 1 divide a 2016. Dado que

2016 se factoriza en primos como 2016 = 2° x 32 x 7, una breve inspeccién muestra
que el mayor factor que no excede a 998 es 2° x 3 x 7 = 672 y por tanto el ntimero
buscado es n = 6724+ 1 = 673.
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7.3. Nivel 111
1. Como DF/CF = 2 entonces DF = 2D(C'/3. Por tanto
. 2 1 1764
Area (AADF) = gArea (AADC) = gArea (ABCD) = —5 = 588.
De manera similar, notemos que BE = 5BC'/7 y por tanto
. 5 5 ¢ 5 x 1764
Area (AABE) = ZArea (AABC) = - Area (ABCD) = XT — 630.
Finalmente, FC = 2BC/7y FC = DC/3 y en consecuencia
, 2 z 1 7 5 1764
Area (AECF) = —Area (ABCD) = —Area (ABCD) = 20X gy,
21 21 21
Asi
Area (AAEF) = 1764 — 588 — 630 — 84 = 462.
2. Sea m > 0 un entero tal que m? = . Entonces
40 —n
B 40m? B 40
m2+1 m2+1
Asf vemos que m? + 1 > 1 debe ser un factor entero de 40. Considerando todos los
posibles factores positivos, comprobamos que las unicas soluciones ocurren cuando
(m,n) = (0,0), (1,20), (2,32), (3,36).
3. Dado que el nino duerme solo en una habitacion, las 7 ninas deben dividirse en 3 cuartos

dobles y un cuarto sencillo. Asi las ninas pueden dividirse en 3 parejas, (dejando una
nina sin pareja) de

1 7 5) 3 21 x 10 x 3
QX(2>X(2)X<2>X:T:105

formas. Ahora procedemos a distribuir a los competidores en los cuartos. El nifo tie-
ne 5 opciones de habitaciones para escoger, luego la primera pareja de ninas tiene 4
opciones; la segunda pareja, 3 opciones; la tercera pareja dos opciones y finalmente
la nina restante solo tiene una opcion. Por tanto hay 5! = 120 maneras de hacer esta
distribucion. Luego, existen 105 x 120 = 12,600 maneras en que se puede hacer la
asignacion de habitaciones.
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4. Denotemos por x el lado del octagono. Notemos que en cada esquina se recorté un
triangulo rectangulo isésceles de lado y = 2/4/2. Entonces tenemos que
x

V2

1
xr =
142

y por tanto 22 = 3 — 2v/2. Finalmente, calculamos el drea del octdgono A restédndole
al drea del cuadrado el area de los cuatro triangulos recortados:

2 X +x =1,

de donde se obtiene que

=v2-1

5. Notemos que de acuerdo a las condiciones del problema, tenemos que tanto m + 11
como n + 9 dividen a

mn+9m + 11n+ 145 = (m + 11)(n + 9) + 46.

Por tanto, tenemos que n + 9 divide a 46. Ahora bien, dado que 46 = 2 x 23 y
m-+11 > 11, solo tenemos dos opciones: m+ 11 = 23 o m+ 11 = 46. Notemos ademés
que la cantidad que cada estudiante del salon B dond es

(m+11)(n+9)+46:m+11+ 46 _
n+9 n+9

En el primer caso tenemos (m,n) = (12,14) y = 25. Por otro lado, en el segundo
caso tenemos (m,n) = (35,37) y z = 47.

6. Como 2 < /5 < 3, entonces tenemos que m = /5 — 2 y por tanto
m?=(vV5—-2?=5—-4V5+4=9—45.
Entonces

m*+2m+vV5=9—4V5+22V5-2) =9 —4V54+4V5 -4 =5
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7. Denotemos por z la longitud del lado AD y por y la longitud del lado AB, de modo

que el area del rectangulo ABCD es xy. Como AADF tiene area 5, podemos concluir
inmediatamente de la formula del area que DF = 10/x. De manera anédloga podemos
analizar el AABE y concluir que BE = 8/y. Asi obtenemos

10 8

CF=y—— y CE=2——.

T Y
Entonces g 10 %0
CEXCF=(x—-)y——)=2y— 18+ —
Y z Ty

Finalmente, como Area (AECF) = 3 tenemos CE x CF = 6 y por tanto
80
xy + — = 24,
Ty
o de manera equivalente,

(zy)? — 24ay + 80 = 0.

Resolviendo esta ecuacion obtenemos los valores xy = 20 y zy = 4. En el primer caso
tenemos

Area (AAEF)=20—-3—4—5=38,

en tanto que el segundo caso no aporta ninguna solucion.

. Dividamos la fruta paso a paso: primero las manzanas, luego las naranjas, las cirue-

las y finalmente las mandarinas. Para dividir 8 manzanas entre 3 personas usamos 2
separadores, como se indica en la figura.

Cada manera de repartir las manzanas corresponde a una manera de elegir donde poner
los separadores.

OEICICYEICIOICI N0

Como hay 8 + 2 = 10 espacios para acomodar 2 separadores, el numero de formas
de repartir las manzanas es (120) = 45. Razonando de manera totalmente analoga,
podemos repartir las naranjas de (g) = 10 maneras; las ciruelas de (;1
y las mandarinas de (g) = 3 maneras. De tal modo, la reparticiéon de todas las frutas

puede llevarse a cabo de 45 x 10 x 6 x 3 = 8100 maneras.

) = 6 maneras
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9.

10.

Sea F' la interseccién de BE con el circuncirculo del tridngulo ABC. Como ZAFB =
LACB =45°y ZFEA = 90°, se tiene que AEF es un tridngulo rectangulo isésceles.
Sea M la interseccion de AC' con BF'. Los triangulos rectangulos AEM y BEA son
semejantes, luego

ME AE

AE  BE’
Notemos que CF y AD son paralelas, pues ambas rectas son perpendiculares a BF.
Asi, por el teorema de Tales,

EF DC 1
BE BD 2
A
F
E
B D C

En consecuencia

ME ME AE EF 1

FE EA EB EB 2
luego M es punto medio de E'F y los triangulos rectangulos CFM y AEM son con-
gruentes; en particular se tiene que CF = AE = EF, luego CEF es un triangulo
rectangulo isésceles. De aqui que ZCED = 90° — ZCEF = 90° — 45° = 45°.

Tracemos el diametro AF'. Denotemos por Py @ los puntos en que AF' interseca a
BC' y ED, respectivamente.

A
B || E
P
Q
C D
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11.

12.

13.

Como AABC es equildtero de lado 2 entonces tenemos que AP = /3 y por tanto
AQ = 2++/3. Aplicamos potencia de un punto a Q para obtener AQx QF = EQxQD.
Asi podemos concluir que

_EQxQD  1x1
O AQ 2448

En consecuencia AF = AQ + QF = (24 v/3) + (2 — v/3) = 4, por lo que el radio de
la circunferencia es R = 2.

QF =2—/3.

El jugador con menos monedas es p,. Denotemos por m al nimero de monedas de p,,.
Después de m rondas el juego termina con p,, teniendo n(m + 1) — 1 monedas (que
recién recibi6 de p,_1) y p;1 tiene n — 2. Entonces 5(n —2) = n(m + 1) — 1 y por tanto
n(4 —m) =9, de donde se deduce (m,n) = (1,3) o (3,9). Por tanto hay 3+2+1 =26
o bien 11 4+ 10 + ... +4 4+ 3 = 63 monedas.

Denotemos por A,, el nimero que ocupa el lugar n dentro del conjunto A. Asi tenemos
que A; =1, Ay =2, A3 =5, Ay =7, etc. Ahora bien, como el minimo comun multiplo
de 3, 4 y 5 es 60, el patron de lugares se repetira en ciclos de 60. Aplicamos el principio
de inclusién y exclusion para obtener el nimero de términos en cada uno de estos ciclos:

o0 |5) - [7)+ 5]+ lscs) + s = Lsseas ) =

3 4 3 x4 3x5 4x5 3x4x5) 7

De aqui se deduce que Azs = 60 y por tanto A7s = 120. Finalmente, notemos que
A7 =13 y en consecuencia A7g = 120 + 13 = 133.

En la siguiente figura podemos observar la distribucion de las pelotas en los primeros

| TNETEDED

&)
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

AL

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

sl sl | Bal| LI5L

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

= |l B 1 @B RN
Q| LR | RS e
= | R | R s
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14.

A partir de aqui es facil notar que el patrén que se sigue corresponde a la representacion
del niimero de turno en base 4. Como

2016 =1 x 454+ 3 x 4% +3 x 43 +2 x 42,

entonces podemos conluir que al finalizar el turno 2016, las cajas marcadas con los
numeros 1 y 2 estdn vacias, la caja con el nimero 3 tiene 2 pelotas, la caja con el
numero 4 tiene 3 pelotas, al igual que la caja con el nimero 5, y la caja con el nimero
6 tiene solo una pelota. Asi, en total hay 1+ 3+ 3 4+ 2 = 9 pelotas en las cajas.

Supongamos que solo los nimeros 1 y 2 estan escritos en el pizarréon. Entonces tenemos
que
2+1
2-1

por lo que el 3 también aparecera escrito en el pizarrén. Ahora notemos que

3,

342 5+3
+2_ +3

Y 4?
3-2 5-3

de modo que 4 y 5 también apareceran en el pizarrén. De manera andloga tenemos que
6 y 7 también apareceran

Este procedimiento se puede seguir llevando a cabo para demostrar que todos los
niumeros naturales apareceran en el pizarrén. De manera general, si tenemos que los
nidmeros {1,2,3,...,2k,2k + 1} ya estan escritos entonces

(k+2)+ (k+1)
(k+2)— (k+1)

(2k +3) + (2k + 1)
(2k+3) — (2k+ 1)

y en consecuencia 2k + 2 y 2k + 3 también apareceran.

De manera similar, si en la pizarra estan escritos inicialmente el 1 y el 3, entonces

haciendo
3+1

3—-1
obtenemos el 2, y a partir de aqui seguimos el razonamiento anterior para concluir que
en el pizarrén estaran escritos todos los niimeros naturales.

2
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15. Observemos que
1 1 ab+1 bc+1
ats + - . c(ab+1) =b(bc+ 1)
= abc+c=bc+b = abc—bc=b-c
b—c
= bela—b)=b—c = a—-b= .
c(a — b) c a -
De manera analoga tenemos
— —b
b—c= ¢ a’ c—a= a4
ac ab
Al multiplicar estas ecuaciones se obtiene
(b—c)(c—a)(a—0)
(a—b)(b—c)(c—a)= (abe)?
Dado que a, b, ¢ son distintos dos a dos, el producto (a — b)(b — ¢)(c — a) no es cero y
por tanto concluimos que (abc)? = 1. Asi, abc = +1.
16. La primera persona tiene 4 opciones para formarse: ser la primera persona en cada una

de las 4 filas. El siguiente diagrama ilustra las posiciones que puede tomar la primera
persona enfrente de cualquier caja.

1234
P1 OO0

La segunda persona tiene 5 opciones: puede ser la primera persona en cada una de
las tres filas vacias, o bien ser la primera o segunda persona en la fila donde estd la
primera persona.

1234
P2 OO0
[

Para la tercera persona existen dos casos: si hay exactamente dos filas vacias, puede
ocupar el primer lugar en cualquiera de ellas (2 opciones) o bien en cada una de las dos
filas ocupadas por una persona tiene dos lugares distintos (ser la primera o segunda
persona en dicha fila). Por otro lado, si hay tres filas vacias, puede ocupar el primer
lugar en cualquiera de las filas vacias, o bien, cualquiera de los tres lugares en la fila
que ya tiene 3 personas (adelante, enmedio o atrds). Notemos que en cualquiera de los
casos, la tercera persona tiene 6 opciones.
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Existen 3 casos para la cuarta persona, pero en cada uno de ellos hay 7 opciones, como
lo indica el diagrama.

1234 1234 1234
P4 OO0 OO0O0O OO0o

[ 10 H[m.
[ [
O

Finalmente, la quinta persona tiene 8 opciones, independiente de cualquiera de los 5
casos que se presentan.

234 234 34 1234 123
PS5 OO0 OO0O0 I o o | [
[ [ [ [

OOoOodf =
Qoo -
NN
OO
Qo=
L0 =

Por tanto, existen 4 x 5 x 6 x 7 x 8 = 6720 maneras en que cinco personas se formen
en las cuatro cajas registradoras.

17. Denotemos por E, F, G, H los puntos de tangencia del circulo con el trapecio ABCD
y por O al centro de la circunferencia.

Como los radios OF y OG son perepndiculares a AB y DC'|, respectivamente y AB es
paralelo a DC', entonces podemos concluir que EG es un diametro de la circunferencia
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18.

y por tanto FG = 24. Mas ain, FG es una altura del trapecio. Aplicando la férmula
del area del trapecio obtenemos

AB—F—CDXEG:648

de donde se deduce

2 X 648
= 54.
24

Por otro lado, dado que las tangentes exteriores a una circunferencia miden lo mismo,
tenemos que HA = AE, EB = BF, FC = CG y GD = DH. En consecuencia tenemos

AB+ DC =

AB+CD=AF+FEB+(CG+GD=HA+ BF +FC+ DH = BC + DA.
Finalmente, tenemos

DA =AB+CD — BC =54 — 25 = 29.

Denotemos por T'y J las cantidades de monedas que tienen Tom y Jerry, respectiva-
mente. Entonces las condiciones del problema se traducen en el sistema de ecuaciones

J+n = 2(T —n)
T+2 = n(J—2).

Eliminando 7' y despejando J llegamos a

™m+4
J =
2n —1

y por tanto

m—1 ' to—1

De aqui podemos deducir que 2n — 1 divide a 15. Por tanto 2n — 1 = 1,3,5 o0 15, o
de manera equivalente, n = 1,2,3 u 8. Cada uno de estos valores de n da origen una
solucién vélida del problema. Dichas soluciones son

14n + 8 15
0] = =TS _ -

(T, J) = (7,11), (6,6), (7,5), (14,4).

Asi la suma de todos los posibles valores de nes 1 +2+4+ 3+ 8 = 14.
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19.

20.

21.

22.

Sea f(z) = x|z|z|z]]] y observemos que f(z) es no decreciente para x > 0 y no
creciente para x < 0. Notemos que f(—3) = 81y |z] < —4 implica |z|z]| > 12y
por tanto |z|z|x||] < —37 y asi f(x) > 111. En consecuencia, no existen soluciones
si x < 0. Por otro lado como f(3) = 81, si x > 0 entonces = debe ser mayor a 3.
Consideremos que 88/x = |z|x|x]|]|| es un entero y por tanto n = 88/x < 88/3. Con
n = 29 no obtenemos solucién. Con n = 28 obtenemos = = 88/28 = 22/7. Con n = 27
obtenemos f(88/27) > 88, por lo que a partir de aqui ya no hay solucién. Por tanto
x = 22/7.

Sean F en BC tal que BE = BD,y I en AB tal que F'D es paralela a BC. Dado que
/BDE = Z/BED = 80°, tenemos ZCED = 100° y ZCDE = 40°. Ademas ZAFD =
LZADF = 40° y BF = DC'. Entonces ZFDB = 20° = /ZFBD y BF = FD = DC.
Por tanto AAFD = AECD y en consecuencia BC' = BE + EC' = BD + AD.

Consideremos el polinomio Q(z) = zP(z) — 1. Es claro que Q(z) es un polinomio de
grado 2016 con raices xp = k, k= 1,2,...,2016. Por tanto

Q) = K(x —1)(z — 2)...(x — 2016)
donde K es una constante. Evaluando en x = 0 obtenemos
—1=Q(0) = K(—1)(—2)...(—2016) = K(2016!)

y por tanto K = —1/2016!. Finalmente, evaluando en x = 2017 obtenemos

2017P(2017) — 1 = Q(2017) = —ﬁ(2016)(2015)...(1) =1

y en consecuencia P(2017) = 0.

La diferencia entre dos niimeros es un entero si y solo si las partes enteras de dichos
numeros coinciden. Por tanto, existen k,m,n y t € [0,1) tales que

GO0 — g 1990 — oy g 2000 gy

y por tanto
4 m+t  n+t
k4t m+t
Desarrollando obtenemos
m2 — kn

= —
k—2m-+n
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23.

24.

y en consecuencia t es racional, y por tanto z*! también lo es. Como (41,1919) = 1
tenemos que existen enteros a, b tales que 1 = 41a+1919b. Entonces z = (z)*(z!919)
es racional. Sea pues x = p/q con (p,q) = 1. Supongamos que existe un primo 7 tal

que r divide a ¢. Como la diferencia
2001 __ 1960 41
—pPq

L2000 _ 1960 _ P
2001

es un numero entero, se sigue rapidamente que r divide a p, lo cual contradice (p, q) = 1.
Por tanto ¢ = 1, con lo cual concluimos que x es entero.

Primero observemos que todos los tridngulos rectangulos de la figura son semejantes y
sus lados estan en proporcion
x:1:vV1+4 a2

Luego los lados de ADF E miden

T 1 1
224+1 2241 /2241
y los de AFHG miden

T 1 1
(z2+1)2" (22 +1)2" (22 +1)32)°
Por tanto, la relacion AH + HF + F'D = 1 se convierte en

T i €T .
(2+1)2 2241

T+ 1.

Simplificando esta expresion se obtiene la relacion buscada.

Notemos que x # 0. Sea
folz) =a™ +a™".

Notemos que fo(z) = 2 es entero. Si n > 1 entonces

fu(@) = f1(2) far(2) + fra(2).

Por induccion, f,(x) es entero si y solo si fi(z) es entero. Sea pues m entero tal que
m = f1(z). Resolviendo la ecuacién obtenemos

m m2
=y
T 1

Por tanto, todos los nimeros de esta forma (con m # —1,0, 1) satisfacen la condicién.
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25. De la primera ecuacion obtenemos

§_a2+9_1 g
b a2 a?’
Por tanto 8 9
1——4+—==0.
b a2

Siguiendo el mismo proceso en las restantes dos relaciones llegamos a

10 16 6 25
1-—+2=0, 1->+Z2_0.
c—ipb2 ' a—ipc2

Sumando estas tres ecuaciones y reagrupando obtenemos

6 9 8 16 10 25
12421 -2y 2012022
a+a2+ b+b2+ c+02 ’

(2 (8- - o

De esta tltima relacién podemos deducir los valores a = 3, b = 4, ¢ = 5. Por tanto
a+b+c=12.
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Prueba por Equipos.

Instrucciones: Los problemas de la Prueba por Equipos estan enlistados por orden de
dificultad, pero cada uno vale lo mismo (40 puntos). Para los problemas 1, 3, 5 y 7 sélo se
tomara en cuenta el resultado final y no se otorgaran puntos parciales. Los problemas 2, 4,
6 y 8 requieren una solucién completa y se podran otorgar puntos parciales. La duracion del
examen es de 60 minutos, que se distribuird de la siguiente manera:

(i) Durante los primeros 10 minutos, todos los integrantes del equipo podran discutir y
distribuirse entre ellos los primeros 6 problemas, de manera que cada miembro del
equipo resuelva al menos un problema.

(ii) Durante los siguientes 35 minutos, cada participante trabajara individualmente en los
problemas que se le asignaron.

(iii) Durante los tultimos 15 minutos todos los miembros del equipo trabajaran en la solucién
de los 1ltimos dos problemas.

1. Encuentra todas las soluciones enteras positivas de la ecuacion

23 =217+ 4¢3

2. Dos segmentos dividen a un tridngulo en 4 regiones, como lo indica la figura. Si las
areas de tres de las regiones miden 10, 16 y 20. Halla el area = de la region restante.

3. Divide un circulo usando 6 rectas, de manera que el nimero de regiones que se forma
sea MAXimo.

1 1
4. Si z® — = =2, halla ¢l valor de z* + —.
X xT
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5. Todos los circulos de la figura son tangentes. Los circulos B y C tienen radio 8, y el
circulo A pasa por el centro del circulo D. Halla el radio del circulo A

<

7

6. ;Cuantos triangulos no congruentes de lados enteros tienen perimetro 307

7. El siguiente dibujo muestra una forma de usar 20 cerillos para constuir dos poligonos
de manera que el area de uno de ellos es el triple del area del otro. Observa que un
poligono usa 6 cerillos y el otro 14. Encuentra una forma de construir dos poligonos,
uno con 7 y otro con 13 cerillos, de manera que uno de ellos tenga el triple del area del
otro.

T—o—o
o—o—l
—o—o0——0—0—"0—20

—o0—0—0—0—0—

8. Drini invento el siguiente juego:

a) Toma un nimero n de 4 digitos.

b) A continuacién considera el menor y mayor nimero que se pueden obtener per-
mutando estos digitos. Llamalos m y M respectivamente.

c) Calcula la diferencia M — m.
d) Repite todo el proceso con n =M —m

Demuestra que este juego eventualmente se detiene: es decir, se llega a un ntimero que
no cambia al aplicarle las reglas del juego.



Soluciones a la Prueba por Equipos.

1. Tenemos
(z—y)(@®+ay+y*) =2 -y’ =21T=7x31
Como x —y < 2%+ zy +y?, solo tenemos dos opciones: x —y = 1y 2%+ zy +y? = 217,
o bien, x —y = 7y 2% + 2y + y* = 31. El segundo caso no arroja soluciones enteras.
Del primer caso se obtiene la tinica solucién (z,y) = (9, 8).

2. Consideremos el siguiente dibujo, donde a = Area (AAEF) y b= Area (AADF).

Comparando triangulos con la misma altura obtenemos que

10+a b 16+b  a

20 16’ 20 10
Resoviendo el sistema obtenemos a = 20 y b = 24, por lo que z = a + b = 44.

3. Son 22 regiones. El siguiente dibujo lo verifica:

s

4. Observemos que se tienen las relaciones

1
g:(;152—2)2, ot —22% =1
Por tanto )
it =2t (0® -2 =202 — 207 +2) =2 x3=6.
T

63



64 Prueba por Equipos

5. Sean P, @, R, S los centros de las cuatro circunferencias y T el punto comtin de tan-
gencia de las circunferencias de radio 8, como se indica en la figura. Sean x = PX y
y = ST. Entonces por el teorema de Pitagoras tenemos

(x—|—8)2:82—|—(m+y)2, (2:10—8)2:82—1-?;2.

Resolviendo el sistema se obtiene z = 9.

6. Sean a < b < ¢ los lados del triangulo. Entonces a + b+ ¢ =30y ¢ < a + b. Notemos
que 1 < a < 10. Procedamos por casos respecto al valor de a. Analizaremos solo un
caso, pues el procedimiento es escencialmente el mismo en cada caso. Supongamos que
a=>5. Entonces ¢ = 25 — by a+b =5+ b. Entonces las desigualdades b < cyc<a+b
se traducen en b < 25/2 y b > 10. Por tanto b = 11 0 b = 12, que dan como resultado
(a,b,c) = (5,11,14) y (a,b,c) = (5,12,13). En total hay 19 soluciones:

(2,14,14), (3,13,14) (4,13,13), (4,12,14), (5,12,13). (5,11, 14),
(6,12,12), (6,11,13), (6,10,14),(7,11,12), (7,10,13), (7,9,14)
(8,11,11), (8,10,12), (8,9,13), (8,8,14), (9,10,11). (9,9,12), (10,10, 10)

7. Los siguientes poligonos satisfacen:
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8. Sean a > b > ¢ > d las cifras del nimero (en algin orden). Entonces M = abed y
m = dcba. Sea pqrs = M — m. Dividamos la prueba en casos:

(i) Sib > c entonces
p=a—d, gq=b—c—1, r=c—b+4+9, s=d—a+10
Por tanto, tenemos 25 posibles valores para la diferencia en este caso:
9801, 9711, 9621, 9531, 9441,8802, 8712, 8622, 8532, 8442, 7803, 7713, 7623,

7533, 7443, 6804, 6714, 6624, 6534, 6444, 5805, 5715, 5625, 5535, 5445

(ii) Sib=centoncesp =a—d—1,¢g=r =9,s =d—a+ 10. Aqui solo hay 5
posibilidades
9990, 8991, 7992, 6993, 5994.

En cada uno de estos 30 casos el proceso se estaciona en 6174 (en a lo més 7
pasos).



